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EXERCICE 1 3 points

1
1. (P) a pour équation cartésienne : x+2y —z+ 1 = 0. Un vecteur normal a (P) est : N ( 2 )
-1

-1
(P’) a pour équation cartésienne : —x + y + z = 0. Un vecteur normal a (P) est: n’ ( 1 )
1

—

Alors: n.n' = (1 x(-1)+2xD+(-1x1)=-1+2-1=0 donc les vecteurs 72 et ' sont orthogonaux. Les plans (P) et (P’) sont
perpendiculaires.

2. Les deux plans étant perpendiculaires, ils se coupent selon une droite (d). Les coordonnées (x; y; z) des points de (d) vérifient
les deux équations des plans et sont solutions du systeme formé par ces deux équations

x+2y—-z+1 = 0 - x+2y=z-1 = 0 o) Xty = -z
-x+y+z = 0 -Xx+y = -z 3y = -1
1
X = —=+t
Yy = = , t € R qui est la représentation paramétrique de (d) donnée dans le texte.
3
z =t

3. Pour un plan d’équation (P) cartésienne ax+ by + cz+d =0 et un point A(xa ; ya; za), la distance entre A et (P) est: d(A; (P))=
laxp + bya +cza +d|

vVa?+b%+c? ) )
On en déduit: d(A; (P))= — etd(A; (P")= —.
V6 3

Notons H et H’ les projetés orthogonaux de A sur (P) et sur (P’). Comme les deux plans (P) et (P’) sont orthogonaux, le projeté
orthogonal de H sur (P’) est cofondu avec le projeté orthogonal de H' sur (P). Le quadrilatéere AHDH’ est donc un rectangle.
Soit & la distance entre A et (d). & est la longueur de la diagonale de ce rectangle. On applique le théoréme de Pythagore : 6% =

2\2 (2)2 2 4
J— + | — :—+—=2.D’Of.15=\/§.
) 5] =573
EXERCICE 2 3 pOints

1. Restitution organisée de connaissances
Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a ; b] et dont les dérivées sont continues. Alors uv est dérivable et (uv)' = u'v+ uv'.
Par conséquent, u' v = (uv)'—uv’ et ce sont des fonctions continues d’ott f” ' (x)v(x) dx = 2 [(uv) (x)—u(x)v'(x)] dx = [ (uv) (x) dx—
ff u(x)v'(x) dx (linéarité de I'intégrale) = [u(x)v(x)]2 - f: u(x)v'(x) dx=u)vb) - ul@v(a) - f: u(x)v'(x) dx.

2. Onposel= [f e sinx dxet] = f; e“cosx dx.

a. Premiére méthode : on pose u'(x) = e* d’ol1 u(x) = e* et v(x) = sinx d’ot1 v'(x) = cos x.
u et v sont dérivables et leurs dérivées sont continues. On effectue une intégration par parties :
[=[e*sinx]§ — fé[ e*cosxdx=-JdoncIl=-J.

Deuxieme méthode :

on pose u(x) =e* donc u'(x) = e* et w'(x) = sinx d’ott w(x) = —cos x.
u' et w' sont continues. On intégre par parties :

[=[-e*cosx]j —fon —e*cosxdx=1+e"+Jdoncl=1+e" +].

On obtient le systeme :

1=-]
[=1+e"+] °
1 1
Onobtient:1=§(1+e”) et]=—5(1+e”)
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EXERCICE 3 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité Partie A

Soit (E) I'équation z° — (4 +1)z% + (13 +4i)z - 13i =

1. Ona:i3— (4+i)i®+ (13+4i)i—13i = —i+4+i—4+13i—13i = 0 donc i est solution de (E).
2. (z—1)(az2+bz+c) =az’+ (b-ai)z* + (c- bi)z—ic.
Deux polyn6émes sont égaux si et seulement si les coefficients sont égaux. On obtient le systeme :
a = 1 a =1 a = 1
b-ai = —4-i _ )¢ = 13 o)y - 4
c—bi = 13+4i b-i = -4-i c _ 13
—-ic = -13i 13-bi = 13+4i B
donc 23 — (4+1)2% + (13 +4i)z— 13i = (z - ) (2% — 4z + 13).
3. Léquation (E) s’écrit (z—1i)(z> —4z+13) =
Dans C, un produit de facteurs est nul si et seulement si I'un des facteurs est nul.
e z—i=0vz=i
o Z22-4z+13=0.
—6i
A =-36 = (6i)? < 0. Il y a deux racines complexes conjuguées =2-3iet2+3i.
L'ensemble des solutions est: & ={i; 2—3i; 2+ 3i}
Partie B
. . T
1. Soit r larotation de centre B et d’angle T
Une écriture complexe de r est 2’ — zg = el (z—zp)© 7' = el (z—2-3i)+2+3i.
On en déduit zy = e'% (-2 -20) +2+3i = —2(£ +1§) (1+D+2+3i=-2iv2+2+3i=2+(3-2V2)1.
2. Les affixes de A, B et C ont la méme partie réelle 2 donc les trois points sont alignés sur la droite d’équation réduite x = 2.

BA 3-(3-2v2 2v2 2
A est donc I'image de C par une homothétie de centre B et de rapport k. k > 0 donc k = BC - % = T\/_ = %
Une écriture complexe de cette homothétie est alors :

2
z' = k(z— zg) + zg C’est-a-dire z’' = % (z—2-31)+2+3i.

EXERCICE 3 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1.

2.

Soit ¢ la similitude directe de centre A qui transforme C en H.

AH |zp-=z 61 6 3 3v2
Le rapport de cette similitude est k = — M 61l _ — == _\/_

AC  |z¢ - zal 8—8i| 4
) ( 6 I ) ar( 3 (=1+1)
x| = Y (=
8 1-i & 8

8
— — 3

Un angle de cette similitude est : (AC ; AH) = arg( ) ( = arg(—(l - i)) =
Zc— ZA 8

—%+2kn, keZ.

3v2 b4
o estla similutude directe de centre A, de rapport T\/— et d’angle — e

a. sa pour écriture complexe z’ = az + b.
A et C sont invariants donc on a le systéeme :

zZn = aza+b
zc = dzc+b '’
N o _ zan—2c —-8+8i -—-1+i —i(-1-1)
En soustrayant membre 2 membre, il vient : zy — zc = a(za —z¢c) donc a = = - = - = — = —i.

Zan—2c —-8-8i -—-1-i -1-i
b=2zx—azx=-5+6i+i(-5—6i)) =—-5+6i—5i+6=1+1i
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s a pour écriture complexe : z/ = —iz+1 +1.

sn'est pas I'identité et est une similitude indirecte ayant deux points invariants : c’est une symétrie axiale, d’axe (AC).
b. E estle symétrique de H par rapport a la droite (AC), donc E est1'image de H par s.
zgp=—izg+1+i=—-i(-5)+1+i=1+6i. zg=1+6i.
c. Lerayon du cercle circonscrit au triangle ABC est FA = |zp — zp| = | -5+ 6i+2—i| =| -3 +5i| = V34.
FE=|zg —zp| = |1+ 6i+2—i| = |3+5i| = V34.
FE=FA donc E appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.
(Remarque : H est en fait l'orthocentre du triangle ABC et on a vérifié une propriété générale dans un triangle disant que le
symétrique de l'orthocentre d’'un triangle par rapport a un coté de ce triangle appartient au cercle circonscrit)
zZat+zc  —5+6i+3-21 —-2+4i
2 2 2
G est 'image de I par 'homothétie de centre B et de rapport % (par conséquent, G est le centre de gravité du triangle, puisque

3. I estle milieu de [AC]. Laffixe de I est z; = =—-1+4+2i.z1=—-1+2i.

'on sait que celui-ci est aux deux tiers de chaque médiane en partant du sommet).

Cette homothétie a pour écriture complexe z' — zg = 3 (z—2zg) donc z = 3 (z+7+2i)—7-2i.

2 2 8 2 2
Avec z = z1, on obtient zg = 5(—1+21+7+21)—7—21= 5(6+4i)—7—21=4+ 51—7—21=—3+ §i' zg=-3+ §i‘

— 2 2
Le vecteur HG a pour affixe zg — zy = -3+ §i+5 =2+ —i.

— 3 2 3

Le vecteur HF a pour affixe zp —zy = -2+i+5=3+i=—- |2+ —i) =—z—.
p F — ZH 5 3 2 %HG

Les vecteurs HG et HF sont donc colinéaires : les points H, G et F sont donc colinéaires.

(remarque : on a remontré dans un cas particulier que dans un triangle non équilatéral, le centre du cercle circonscrit, le centre

de gravité et 'othocentre d'un triangle sont alignés sur une droite appelée droite d’Euler.)

EXERCICE 4 4 points
Commun a tous les candidats
Cet exercice est un questionnaire a choix multiples.

1. Supposons qu’il voie 5 clients et chaque rencontre est considérée comme une expérience identique, indépendante, pour laquelle
la probabilité de vendre le produit est p =0, 2.
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Si X est la variable aléatoire donnant le nombre de produits vendus, X suit la loi binomiale 9(5; p).
Alors p(X =2) = (3)p?(1- p)* =10% 0,22 x 0,8% = 0,204 8. (réponse d)).

2. Notons G I'événement «1'éléve choisi est un gargon »et P I'événement «1’éléve choisi a obtenu son permis ».
Représentons la situation par un arbre.

p

P

P =(PnG)U(PnG) (réunion d’événements incompatibles).

P

— — 1 1 1 3 1 1 11
Alors: p(P)=p(PNnG)+pPNG) = P G) + P G =—x—-+—-x—-=—+-=—=0,275. Ré b).
ors: p(P) = p( )+ p( ) = pc(P) x p(G) + pe(P) x p(G) 0 131" 1" 0 éponse b)
1
GNP) 30 1
3. Il s’agit de calculer la probabilité conditionnelle pp(G). pp(G) = P((—P)) = % =0~ 0,091 20,001 pres. C’est la réponse b).
p -
40
4. Tl faut calculer le quotient entre I'aire de la zone extérieure et 'aire totale.
Tx302-mx20> 900m—100m 500 500 5 )
= = = = —— = —.C’estlaréponse a).
7 x 302 9007 9007 900 9
1l fallait répondre : d), b), b), a)
EXERCICE 5 5 points

Commun a tous les candidats
On considere la fonction f définie sur I'intervalle | —1; +oo[ par:

In(1+ x)

fla) == 1+x

Partie A

1. f est dérivable comme composée, quotient et somme de fonctions dérivables sur]—1; +ool.
Inv
f=u——enposant u(x) = xetv(x)=1+x. u'(x)=1letv'(x)=1.
v
!

f’=u— !

=Uu —
v? v?

!
, (lnv)/:u,_jxv—vlnv 1—v'Iny
” .
1-In(1+x) (1+x)*-1+In(1+x)
1+x2 (1+x)2
2. Onpose N(x) =(1+ x)2 = 1+In(1+ x). N est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables.

1 20+ x)°2%+1 L ) .
= T+ .Comme x appartienta]+1; +ool, 1+ x> 0. Le numératuer est positif comme somme

X
de nombres strictement positifs. Par conséquent, N(x) > 0 pour tout x. On en déduit que N est croissante sur ] —1; +ool.
N(0) =0donc N(x) < 0pour tout xde]—1; 0[ et N(x) > 0 pour tout x > 0.
, N(x) . . . 2
o= 2 qui est du signe du numérateur N(x) car (1+ x)- > 0 pour tout x.
Par conséquent, f'(x) <Osur]—1; 0[, f'(0) =0et f'(x) >0 pour x > 0.

1+x
On en déduit le tableau de variations de f :

Par conséquent, pour tout x de ] —1; +ool, f'(x) =1-

N'(x)=2><1><(1+x)+1
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X -1 0 +00
f'(x) - 0 +
fx) N /
0

2 est la droite d’équation y = x. Pour avoir les coordonnées du point d’intersection de & et de 6, on résout I'équation f(x) = x.

_ln(l +X)

f=xe =0en(l+x)=0e1+x=1x=0.

Comme f(0) =0, Z et € se coupent al’origine.

Partie B

In5
1. Surl'intervalle [0; 4], f est croissante donc pour tout xde [0; 4],0= f(0) < f(x) < f(4);or f(4) =4— n? <4donc f(x)€[0; 4.

2. a. Voir courbe.
b. Montrons par récurrence sur n, que, pour tout n, u, € [0; 4].
e Amorcage: uy =4 € [0; 4] donc c’est vrai au rang 0.
o Hérédité : supposons que u, € [0; 4] pour un entier n. Alors u,+1 = f(u,) € [0; 4] d’apres 1.
Par conséquent, u, € [0 ; 4] pour tout 7.

In(1+ uy) In(1 + up) ) s
c. Pourtout n, upy1 — Uy = f(Un) — Uy = Uy — ——— — Uy = —————= <0 car 1+ u, > 1douln(l + uy,) > 0.
1+u, 1+ u,

Par conséquent, la suite (u,,) est décroisssante.
d. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 : elle est convergente vers un réel ¢.

e. Comme f est continue, on sait que ¢ est solution de I'’équation f(x) = x. On en déduit que ¢ = 0.

I
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